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Algebra [. Examen III

Ejercicio 1 (4 puntos).

1. (0.5 puntos) Sea X un conjunto y A, B y C subconjuntos de X. Suponiendo
que ANC =0, probad que (AUB)—C =AU (B -C).

2. (1 punto) Sea f : R — R la aplicacién definida para cada = € R, por

f(z) = 2? — 3z + 1. Sea Ry la relacién de equivalencia en R definida por
la aplicacion f. Describid el conjunto cociente. ;Cudntos elementos tiene cada
clase?

3. (0.5 puntos) En el anillo Zg, sea I = 4Zg, el ideal principal generado por 4.
Describid Zg /I listando todos sus elementos.

4. (1 punto) Sea A un dominio euclideo con funcién euclidea ¢ : A\ {0} — N.
Demostrad que para todo a # 0, se tiene que ¢(a) = ¢(1) y que se da la
igualdad si, y sélo si a € U(A).
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5. (0.5 puntos) Demostrad que n'3 — n es divisible por 2 y 5 para todo n € Z.

6. (0.5 puntos) Demostrad que en Z[i] se tiene que med(n,n + i) = 1, para todo
n € Z,n#0.

Ejercicio 2 (3.5 puntos).
1. (2.5 puntos) Factorizar en Z[z] y en Q[z] los siguientes polinomios:

a. 48x* + 2423 — 722 + 80
b. 2% +8x* + 42 + 522 +4x + 1
c. 10z° + 23z* — 2023 + 522 + 5z — 3

2. Sea f(x) € Z[x] un polinomio primitivo de grado n > 0 y tal que existe un
primo p € Z verificando:

(i) Su reducido médulo p es de la forma R,(f(z)) = az™, con « € Z no nulo.
(it) p* 1 f(p).
Demostrad que f(x) es irreducible.

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Dado el sistema de congruencias en Z[v/—2]

x=1 méd (1++/—2)
x =2 modd (3++v—2)
x =4 mdd (3+2v-2)

Demostrad que tiene solucién sin resolverlo. Resolverlo, dando una solucion 6ptima
y la solucién general.
. Es posible encontrar una solucién a a 4+ by/—2 tal que 30 < a < 567
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Ejercicio 1 (4 puntos).

1. (0.5 puntos) Sea X un conjunto y A, B y C subconjuntos de X. Suponiendo
que ANC =0, probad que (AUB)—C =AU (B -C).

2. (1 punto) Sea f : R — R la aplicacion definida para cada = € R, por

f(z) = 2? — 3z + 1. Sea Ry la relacién de equivalencia en R definida por
la aplicacion f. Describid el conjunto cociente. ;Cudntos elementos tiene cada
clase?

3. (0.5 puntos) En el anillo Zg, sea I = 4Zg, el ideal principal generado por 4.
Describid Zg /I listando todos sus elementos.

Zs)I ={[a]|a€Zs} ={a+1]|acZs}
0)]={b€Zs|b=0 modd (4)} ={be€Zs|b=0en Zs} = {0,4}
1]=4{b€Zs|b=1 méd (4)} ={beZs|b=1enZs} ={1,5}
2 ={beZs|b=2 méd (4)} ={beZs|b=2enZs} ={2,6}
3 ={becZ|b=3 mod (4) = {beZs|b=3enZs)={37)

[
[
[
[

Luego:
Zs/I ={0+1,1+1,24+1,3+1}

4. (1 punto) Sea A un dominio euclideo con funcién euclidea ¢ : A\ {0} — N.
Demostrad que para todo a # 0, se tiene que ¢(a) = ¢(1) y que se da la
igualdad si, y s6lo si a € U(A).

¢(a) = ¢(a-1) = ¢(1) Va e A\{0}

=) Supongamos que ¢(a) = ¢(1):
Dividimos 1 entre a, 1 = ga + r con:

r=20
V
o(r) < ¢(a) = &(1)

e Supongamos que r # 0, luego ¢(r) < ¢(1), pero:
p(b) = o(1) Vb e A\N{0} = o(r) = ¢(1)

Contradiccion. Luego r = 0.
Por tanto: 1 = qa = a € U(A).

<) Supongamos que a € U(A) = Ja~ ' € A|aa™' =1 = ¢(aa™) = ¢(1)

¢(1) = ¢p(aa™) > ¢(a) B
d(a) > ¢(1) Ya e A\ {0} } = ¢(a) = ¢(1)
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5. (0.5 puntos) Demostrad que n'> —n es divisible por 2 y 5 para todo n € Z.

Demostremos primero que 2 | n'* —n Vn € Z:
e Supongamos que 2 | n = Jk € Z tal que n = 2k.

n'® —n=n(n'"?—-1)=2kn?-1) =2

Con k' =k(n'? —1) = 2| n'® —n.

e Supongamos que 2 { n:
Como 2 es primo, mcd(2,n) = 1. Por el Teorema de Fermat:

n*@ =n=1 méd (2) =n?=1 méd (2) =n®=n mdid (2) =

=n?-n=0 méd (2)=2|n®—n

Veamos que 5 | n'® —n Vn € Z:
e Supongamos que 5 | n = Jk € Z tal que n = 5k.

n'® —n =n(n"?—1) =5k(n'* - 1) = 5k

Con k' =k(n'? —1) = 5| n'® —n.
e Supongamos que 5 1 n:
Como 5 es primo, med(5,n) = 1. Por el Teorema de Fermat:
nf® =p*=1 méd (5)=n?=1 méd 5)=n®*=n méd (5) =

=n®—n=0 méd (5)=5|n'®—n

6. (0.5 puntos) Demostrad que en Z[i] se tiene que med(n,n + i) = 1, para todo
n € Z,n#0.

Supongamos que In € Z* | med(n,n + 1) # 1.
Como el maximo comun divisor es unico salvo asociados y:

1 ~aconae€ U(Zi):
med(n,n+i) =a|a ¢ U(A)

aln = N(a)| N(n) = N(a) | n?
AN
aln+i = N(a)|Nn+i) = N(a)|n*+1
Veamos ahora el siguiente resultado:
Seana, be€Z :a|bANa|b+ 1< a==+1
<) Supongamos que a =+l =a c U(A) =a|bAa|b+1
=) Supongamos que a |bAa | b+ 1:

a|b = Ik eZ|b=ka

Y
alb+l = 3k’€Z|b+1:k’a}:>ka+1_ka:>

7
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=>l1l=ak —k)=a|l=a€eUZ)=a==*1

N(a) [ n*
A = N(a)=+1l=acU(A)
N(a) [n?+1

Lo que es una contradiccion.
Luego med(n,n+1i) =1 Vn € Z*.
Ejercicio 2 (3.5 puntos).

1. (2.5 puntos) Factorizar en Z[z| y en Q[z] los siguientes polinomios:
a. 48z + 2423 — 72z + 80
Sea f = 48x*+ 2423 —72x+80, f = 8¢ con g = 6z + 323 —9x+10 € Z[x].

g es irreducible en Z|[x] por Eisenstein para p = 3. Por la misma razén,
también lo es en Q|x].

f = 262" + 32° — 92 + 10) en Z[z]
f =8(62* + 32* — 92 + 10) en Q|7]
b. 2%+ 8z + 423 + 5a? + 4z + 1
Sea f = 2% + 8x* + 423 + 5 + 4x + 1.
Las posibles raices de f en Q son {£1}:

f)=14+8+44+5+4+1=23+#0 N f no tiene factores
f(-1)=14+8-4+5-4+1=7#0 de grado 1 ni 5

e Reducimos mdédulo 2:
Ro(f) = 2%+2*+1 = (2°+24+1)* = Ry(f) no tiene factores de grado 2 ni 4

Luego f tampoco tiene factores de grado 2 ni 4.

e Reducimos mddulo 3:

Ry(f) = 2%+ 22" + 2° + 222 + v + 1 € Z3[7]

gig;g?g i é ZZ 8 - R3(f) no tiepe factores
R3(f)(2) =115=1#0 de grado 1 ni 5

Al dividir R3(f) entre z2 + 1 obtenemos que:
222t P 20t o+ 1= (22 + 1) (2 +2® a2+ 1) = (22 +1) | Rs(f)

R3(f) = (z* +1)g con g = 2" +2° + 2 + 1 € Zs[a]

Como R3(f) no tiene factores de grado 1 = ¢ no tiene de grado 1 ni 3.
R3(f) no tiene factores de grado 3 = f tampoco.

Concluimos que f es irreducible en Z[z]| y en Q[z].

8
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c. 10z° + 23z* — 2023 + 522 + 5z — 3

Sea f = 102° + 23z% — 2023 + 52 + 52 — 3. Es primitivo.
Div(—3) = {£1,+3}

Div(10) = {£1, 2, +5, +10}

Por lo que las posibles raices de f en QQ son:

i1,i3,i1,i§,il,i§,ii,ii
27275 757107 10

fW#0 f(=1)#0 f(8)#0
f(=3)=0=(z+3) | f
Al dividir f entre (z + 3) obtenemos:
f=(x+3)gcong=10x" — 72> + 22 + 20 — 1 € Z[x]

Con g primitivo. Las posibles raices de g en QQ son:

41, il, il, 1
275710

g1) £0  g(=1) £0

s(3)=0=(s-3) la= o1

Al dividir g entre (2z — 1) obtenemos:
g=(2x —1)(52® — 2® + 1)
Luego:
f=(x+3)(2z —1)h con h =52* — 2? + 1 € Z[z]
Con h primitivo.

1
Las posibles riaces de h en Q son: {:I:l, :I:S}

h(1) £0  h(—1) #£0 h(%);&() h(—%);«é()

Luego h es irreducible por el criterio de la raiz.

f=(x+3)(2x—1)(52° — 2> + 1) en Z[x]
1 1 1

5 3 2
f:§($+3)(l’—§)($ — 57 +5) en Q[z]

2. Sea f(x) € Z[z] un polinomio primitivo de grado n > 0 y tal que existe un
primo p € Z verificando:
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(i) Sureducido médulo p es de la forma R,(f(x)) = az™, con a € Z no nulo.
(i) p* 1 f(p)-

Demostrad que f(x) es irreducible.

Sea f = Zaixi € Zlz):
=0

Como R,(f)=az" =pta,Ap|a; Vie{0,...,n—1}
Para poder aplicar Eisenstein, es necesario demostrar que p* { ao:

fp) = Z ap’ = Z(az‘pi)‘i‘ao = Z(aipi)—i‘mlﬂ“ao =p’ Z(aipi_2)+a1p+a0
=0 i=1

n
i=2 =2

Como p|a; = Ik €Z | ay = pk

f(0) =p*> (@ip™) + (pk)p+ ag = p’ [Z(am”) +k| +ao
=2 i=2
e Supongamos que p* | ag = Ik’ € Z | ag = p*K’
f(p) =p* [Z(am”) +k| +p°K =p? [Z(aipi‘Q) +k+ K| =p" | f(p)
i=2 =2

Lo que es una contradiccién. Luego p? 1 ao.

Como f es primitivo y dp € Z primo tal que:
p’tagApla; Vie{0,....,n—1}
Entonces, f es irreducible por Eisenstein para p

Ejercicio 3 (2.5 puntos). Dado el sistema de congruencias en Z[v/—2]

x=1 mdd (1++/—-2)
x =2 mdd (3++/—-2)
x =4 modd (3+2v/-2)

Demostrad que tiene solucién sin resolverlo. Resolverlo, dando una solucion éptima
y la solucion general.
. Es posible encontrar una solucién a a + by/—2 tal que 30 < a < 567

Primero, calculamos:

med(1 4+ v/=2,3 +v/=2), med(1 + v/=2,3 + 2v/=2) y mcd(3 + v/—=2,3 + 2/=2):

e En Q[v/~-2]:

3+vV-2 (B3+vV-2)(1-v-2) 3-3V/-2+4++/-24+2 5 2
Trv2 3 - 3 I A

=3+vV-2=02-vV-2)(1+vV-2)—1

10
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3+\/—_TQi li gi
1+v/-2 0 1
11 —(2-vV=2)
Luego med(1 4+ v/—2,3+v-2) = -1~ 1
e En Q[v/-2]:
3+2vV-2  (3+2vV-2)(1—-V-2) 3+2V/-2+3V-2+4 7 1
1+v—2 3 - 3 =3t3V2=
=34+2V/-2=(14+vV-2)(2)+1
3+2\/—_T2i 1; U(;
1+v/-2 0 1
11 -2
Luego med(1 +v/—2,3+2y/-2) =1
oEn@[\/—_Q]:
34+2v/-2  (3+2v/=-2)3-v-2) 9+46y/-2-3V/-2+4 13 3
3+v—2 0+ 2 - 1 = tnv 2=
= (3+2vV=2) = (3+V=2)(1) + V-2
En Q[v/-2]:
3+V=2_(B+V=(W-Y) _3v=2-2 L 3
V=2 - T T YT
= (3+vV-2)=(V=-2)1-vV-2)+1
3+2\/—_2i ?_{i gi
34++v—2 0 1
V-2 1 -1

Luego med(3 +v/—2,3+2y/—-2) =1
Como:

med(14+v/=2,3++v/=2) =1
med(1 +v/=2,3+2y/=2) =1
med(3 +v/—=2,3 +2y/-2) =1

Por el Teorema Chino del resto generalizado, sabemos que el sistema tiene solucion.

11
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Pasamos a resolver el sistema.
Resolvemos en primer lugar:

{ =1 méd (1++/-2)
r=2 méd (3++/—2)

De la primera ecucion, tenemos que:
r=1+(1+vV-2)a|acZV-2
De la segunda:
+(1+vV=2a=2 méd 3+vV=2) <
& (1+vV-2a=1 méd (3++/-2)
Sabemos que —1 = 3+ v/—2 — (2 — v/=2)(1 + v/=2). Luego:
(1+vV=2)2-v=2)=1 mdd (3+v—2)

Luego ag = 2 — v/—2 es una solucion particular.
De hecho, se trata de la solucién éptima, luego las soluciones son:

=2-vV=2)+ B+ V-2)8|8cZ[V-2
Por lo que las soluciones del sistema son (V3 € Z[v/—2]):
r=1+1+vV-2)a=1+1+V-2)[2-V-2)+(B+V-2)8] =

=1+ (1+vV-2)2-V=2)+(1+V=-2)3+V-2)8=
—14+2-V2+2V/2+2+ (1 +V=2)3+V-2)8=
=5+vV-2+(1+vV=-2)(3+V-2)8

Luego:

r=5++v/—2 méd [(1+\/—_2)(3+\/—_2)]

Por lo que el sistema inicial es equivalente a:

{ x=5++v/=-2 méd [(1+v/=2)(3 ++v-2)]
x=4 méd (3+2v/-2)

De la segunda ecucién, obtenemos que:
r=44+(3+2V-2)¢| ¢ € Z[V-2]
Y de la segunda:
=44+ B3+2vV-2)p=5++v-2 méd [(1+vV-2)(3+V-2)] <
S (B4+2V"2)p=1+v-2 méd [(1+V-2)3+V-2)] <
S (B+2V-2)p=1++v-2 méd (1+4vV-2)

12
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Calculamos med(3 + 2v/—2,1 4 4/ =2):

En Q[v~2]: s
1+4v/-2 19 10
TN ST AT A
= (1+4v-2)= 3+ 2vV=-2)(1 +V-2) + (2 — V-2
En Q[v-2|:

3+2y/—2 1 7
i = V=2 =

5-v=2 36
= (3+2V-2)=2-V-2)(vV-2)+1

r; U; U;
1442 1 0
3+ 2v-2 0 1

2—v—=2 1 —(1++/-2)
1 —v=2 1+V/=21++v-2)

Luego med(3 + 2¢/=2,1 + 44/=2) = 1 con identidad de Bezout:
1= V=20 +4vV=2)+ 3+ 2V=2)(-14+V=2) =
= 14+vV=2=—V204+V=2)14+4V=2) + B3+ 2V=2)(—1 + V=2)(1 + V=2)

Por lo que:

(B4+2vV-2)(-1+V-2)1+vV-2)=1++vV-2 mdd (1+ 4v/-2)

Luego ¢g = (—1 4+ v/—2)(1 + v/—2) = —3 es una solucién particular.
De hecho es la 6ptima, luego la solucién general es:

p=—-3+1+4vV=20=-3+1+V-2)3+V=2)|v e ZV-2

r=4+B+2V-2)p =4+ (3+2V-2)[-3+(1+V=-2)(3+V=-2)¢] =
=4+ (B3+2V=2)(=3)+ 3+2V=-2)(1 + V-2)3+ V-2)¢ =
=4-9-6V=2+(3+2V-2)(1+V=-2)3+ V=2 =
= —5-6vV-2+(3+2vV-2)1+V-2)B3+V-2)¢ | v € Z[V-2]

N(=5—6v/—-2) =5>+6%-2=97
N[(342vV=2)1+V=2)(3+V—=2)] = N(3+ 2V=2)N(1 + V=2)N(3 + vV/—2) =
=(32+2%-2)(1+2)(3* +2) =17-3-11 = 561

Como 97 < 561 = zy = —5 — 61/—2 es la solucién 6ptima del sistema.

Por tanto, la solucion general del sistema es:

r=—-5-6V=2+(34+2V-2)1+vV-2)3+V-2)¢ | ¢ € Z[V-2]

13
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Veamos si es posible encontrar una solucién a + bv/—2 | 30 < a < 56:

r=-5—-06V-2+4 (=134 14vV-2)¢ | ¢ € Z]vV/—2]
Con ¢ = ¢+ d+/—2 para ciertos ¢, d € 7Z.

z=—5—6v—2+ (=134 14/ =2)(c + dv/=2) =
= —5—6v—2— 13c+ 14v/—2c — 13d/—2 — 28d =
— (=5 —13¢ — 28d) + (=6 4 14c — 13d)V—2 | ¢,d € Z

Como 30 < a < 56 = 30 < —5 — 13¢ — 28d < 56 = ¢ = —1 — v/—2 es una solucién
posible.
Luego x = 36 — 7+/—2 es una solucién particular luego si, es posible.

14



